DM n°6: Corrigé

1) ©0,5pY
B =2 1]
Py =2X(2X*—1) - X =[4x° —3x]
Py =2X(4X3 —3X) — (2X2— 1) =[8x* —8x2 + 1]

2) (3 pts)
) ) ) 21 sin>1
Montrons par récurrence double sur n que deg B, = n et que le coefficient dominant de P, est | . 0
sin=

e Avecn =0, ona Py = 1 donc deg Py = 0 et le coefficient dominant est bien 1. Avecn = 1,ona P = X

donc deg P; = 1 etle coeffiicent domiannt de P; est bien 2l=T—1.
e Soit n € N. On suppose la propriété vraie aux rangs n et n + 1. Montrons-la au rang n+2. Sin =0, on
aPy, =P =2X 2 _1doncil est clair que deg P>, = 2 et que son coefficient dominant est 227 1=92 5i

n > 1, par hypothése de récurrence, on sait que :
P,=2""1X"+0 avec degQ, <n—1
P =2"X""1 4R avec degR <n
Ainsi,
Pn+2 = 2XPn+1 —-bB,
_ 2X(2)1Xn+1 +R) 72n—1Xn _ Q
_ 2n+1Xn+2 +2XR— 2n—1Xn )

Comme deg(XR) = 1 +degR < n+1, que deg(X") < netquedegQ < n— 1, on en déduit que
deg (2XR—2""'X"— Q) <n+1

Ainsi, deg P,4» = n+2 et le coefficient dominant de P, est 2" = 2(nt2)-1

2" sin>1
e Finalement, pour toutn € N, on a et le coefficient dominant de P, est { 1 o 0
sin=

3) (L,5pY
Montrons par récurrence double sur n que P, ala méme parité que n, ce qui revient a dire que P,(—X) =
(—1)"Bu(X)

e Avecn =0, n est pair et Py = 1 est bien pair. Avec n = 1, n est impair et P} = X est bien impair.
e Soit n € N. On suppose la propriété vraie aux rangs n et n + 1. Montrons qu'il en est de méme au rang

n+2.0n sait que
Pn+2(_X) = 2(_X)Pn+l (_X) - Pﬂ(_X)
=2(=X)(=1)"*'P 1 (X) = (=1)"P,(X)  par hypothese de récurrence
= (=1)"22XP 1 (X) = Pu(X)]  car (1) =(=1)"
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4) (1,5pt)
Montrons cette relation par récurrence double sur 7.
e (...on vérifielarelationavecn =0etn=1...)

e Soitn € N. On suppose la propriété vraie aux rangs n et n + 1. Montrons qu'il en est de méme au rang
n+2.Comme P,;(X) =2XP,+1(X) — P,(X), onapourtoutz € C*:

(e D) 2 e ) () D)
~(=+D) 53 (2 4 a) -3 (#+5)  parnn

1 1 1 1
:§<Zn +?+Zn+zn+2*2n*?’>

1 n+2 1
= E <Z + zn+2

La propriété est donc vérifiée au rang n +2.

Finalement, la propriété est vraie pour tout n € N.

5) (1,5pt)
P,(cosO) =P, <% <ei9 + e%))
= % <(6i9)" (8,9)”> par la question précédente
% (einﬂ +e*1n9)
=cos(n0)
6) (1,5pt)

Par la question précédente, P, vérifie bien la relation voulue. Supposons qu'’il existe 0, € C [X } qui vérifie
cette méme relation. Alors, pour tout 6 € R,ona:

P,(cos0) — Q,(cos0) = cos(nB) —cos(nB) =0

Ainsi, cos 0 est une racine de P, — Q,. Comme cos(R) = [ -1, 1} , cela signifie que pour toutx € [ -1, 1} , X
est une racine de P, — Q,. Ce polyndme admet donc une infinité de racines. On en conclut que P, — 9, = 0,
donc B, = Qn~
11y a donc bien unicité du polynéme vérifiant cette relation.
7) (1py
On sait que
cos(nf) =0

T
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e Sin=0,iln'y apas de solution : . Ainsi,

e Sin € N*, alors cos(n6) = 0 équivaut a L
(n6) 4 - cos(n@) = Z <Z> cos" () x (=1)*/2sin* 0
0=3[>] Foatr
- ln/2) 7 »
Ainsi, = Z ( >cos"*2p(6) x (=1)P (sin2 0)
T km s=0 \2p
s={ 5+ | kez} 2l ¢
= ( )cos”*z”(B) x (—1)P(1 —cos®6)?
p=0 2p
8) (2pts) 10) (1pt)
Sin =0, alors P, = 1 donc P, n'a pas de racine et sa factorisation est P, =1. Dans la suite on considére n > 1. Soit n € N. On pose
Par les questions 6) et 7), cos 6 est racine de P, si et seulement si cos(n6) = 0 donc si et seulement si /2] s
T kmw 0= Y, < >X”7p(x -1
6 = —+ — aveck € Z. On pose = \2p
2n  n P
Par la question précédente, pour tout 6 € R, on a
oy = cos 3 + km — cos (2k+1)m QOn(cos @) = cos(nB) = P,(cos0)
2n  n 2n

En utilisant la question 6), on en déduit que P, = Q,. D’ol1 le résultat.
11) (a) (0,5pt)

Ainsi, pour tout k € Z, le réel oy est racine de P,.
Soitx € [—1,1].

(Dans les faits, cela ne signifie pas que P, admet une infinité de racines, car ces racines ne sont pas distinctes.)
fo(x) = cos(Oarccosx) = cos0 =

2k+1)m - . N .
Lorsque k parcourt [0,n — 1], les réels ! sont distincts et appartiennent a [O, 717] . Comme la fonction _ _
n f1(x) = cos(arccosx) =
cosinus est bijective de [07 7'6} sur [— 1, 1], on en déduit que les réels oy, - - - , &, sont deux a deux distincts.
On a ainsi trouvé n racines distinctes de P,. Comme deg P, = n, on a toutes les racines de P,. Jf2(x) = cos(2arccosx)
Enfin, comme P, a pour coefficient dominant 2"~!, on en conclut que P, se factorise en : = 2cos?(arccosx) — 1

km

,2" 1H< —COS(T;-Q-?)) (b) (1pt)

Soitx € [f 1, 1] .Onpose A = arccosx.Ona:
Jar1(0) + fa1(x) = cos((n+1)A) +cos((n—1)A)
= cos(nA)cosA —sin(nA)sinA + cos(nA) cosA + sin(nA) sinA
= 2cos(nA)cosA

cos(nf) = Re ((eie)”> = W
(Ou encore fy 41+ fr—1 = 2id [11] fn)
Ainsi, for1 (x) = 2xfn(x) = fu—1(x)-

(i (8) x (iksink6>> © (1pv

Par les deux questions précédentes, on montre par récurrence double immédiate que pour tout x €

9

=

(2 pts)
On sait que

Re((cosOthsme "

i <n> ) x Re (ik) sinfo [f 1, 1} etn € N,ona f,(x) = P,(x). Ainsi, par la question 10),
k=0 . L'fl n 21y
fulx) = < )x"* x—1
p=0 2p

Or, pour tout entier k impair, on a Re(i*) = 0. Par contre si k est pair, on a Re(i*) = Re ((— l)k/z) = (=1)¥2,
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